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1 傳染病之傳播

這兩年新冠肺炎的度情肆虐全球，關於如何在疫情與經濟間取得平衡成為各國政府關注的問題。

我們在課堂中會介紹傳染病的最基本 SIR 模型，這個模型是在不考慮大範圍人口流動的情況，在
一個小的封閉區域中所有人都可能互相接觸的封閉環境中的傳染病模型。

1. 試著修改 SIR 模型以符合下面兩個額外的假設：

(a) 康復者（R 族群）有一定的比例會是可重複感染的；

(b) 受感染者會有一比例的人數死亡。

2. 承上題，增加一變數 V 表示接種疫苗的族群數量，且假設接種疫苗的族群仍有一定的比例

會感染。若接種疫苗的族群數目會隨著時間流逝而增加。試寫下一傳染病模型符合上述的假

設。

3. 將臺灣分成北北基 (B)、桃竹苗 (T)、中彰投 (C)、雲嘉南 (N)、高屏 (K)、宜蘭 (Y)、花東
(H) 七個區域，每個區域內部的 S I R 人群分開計數。在封城（七區不交流）的設定之下，
則此七個區域的人口不會互相交流，因此個別區域的 S, I, R 獨立滿足 SIR 模型（或是上面
兩小題中所推導出之模型）。在不封城的設定之下，該如何建立更合理之傳染病模型？請依

照下列的假設進行 ODE 建模。

(a) 假設地域遠近還是有影響人的交流。

(b) 假設發病人口數多的地域會導致人口暫時外移。

(c) 更多你能想到的合理假設。

4. 假設臺灣的經濟與各區之間的交流以及總因疫情死亡的人口數相關（因疫情死亡的人口數愈
高則經濟活動愈少）。在封城的情況下，個別的區域的經濟規模與人口數成正比，但不封城

的情況下各區交流的情況愈好則整體的經濟狀況也愈好。在這個前提之下去試著建立一個經

濟狀況的模型，並針對所建立之經濟模型去提出如何進行疫情警戒之建議。

2 二線道交通流

在課堂中我們提到一線道公路上的交通流模型。我們首先針對一線道交通流進行速度函數的設定。

假設車流密度為 ρ，請設定出一個速度函數 V (ρ) 滿足下面要求：

公路上速度上限為 A，速度下限 B。在此 A ą B，且除了塞車的狀況駕駛人皆不會違規。

假設現在有兩線道，其上的車流密度分別為 ρ1 與 ρ2，此兩函數皆為 x 與 t 的函數。進一步假設：

1. 兩車道上的駕駛人駕駛習慣一致（皆由一線道交通流所給定的速度函數來行駛）。



2. 兩車道的速度差 C 以上時有固定比率的車會換道行駛（由速度慢往速度快的車道移動）。

3. 只有公路的起點允許車輛進入公路，公路的終點允許車輛離開公路。

試著給定不同的初始條件與邊界條件（以及數值 A,B,C）進行模擬，觀察是否出現所謂的塞車現

象（部份路段時速低於 B)。

3 散熱鰭片的熱分布

散熱鰭片可用來移除發熱元件上的熱量。在這個 project 中，我們想要建模一個薄形散散熱鰭片
上的熱分布模型。我們假設

1. 散熱鰭片的一面貼著一個均勻發熱元件（元件上每一點發熱的效率相同），散熱片需覆蓋整
個發熱元件。

2. 散熱鰭片為高度為 δ 之薄片狀均勻物質，其中 δ 非常小，所以我們可以將散熱片視為二維

的物件。因此，溫度 u 為 x, y, t 的函數，亦即 x, y 座標相同的點其溫度視為相同。

3. 在散熱片上的熱量主要由傳導、對流兩個方式進行轉移：

(a) 傳導的方式造成了熱在水平方向的移動，是散熱片上的熱由溫度高的地方往溫度低的
地方移動，此時熱仍然在散熱片中累積並未散出。這個部份課堂上會做較詳細的解釋。

(b) 對流的方式造成了熱在垂直方向的移動，是藉由加熱散熱片上方的空氣，因熱空氣密
度高往上升而上方的冷空氣下降的對流而帶走散熱片中的積熱。此效應可以想成在散

熱片上的每一點都有一機制將熱給吸走，其 heat source 形如

q(x, y, t) = ´H
[
u(x, y, t) ´ ub

]
,

其中 ub 代表的是室溫，而 H 為一被稱為熱對流係數 (convective heat transfer coeffi-
cient) 的常數（在本專題中被假設為 H = 0.005W/cm2˝C)。關於 heat source 的作用在
課堂中亦會提及。

我們對下列的幾個問題有興趣：

1. 在以同樣材質製作散熱片的前提下，同面積之圓形散熱片與方形散熱片之散熱何者較佳（試
著定義何謂散熱最佳）？假設發熱元件是圓形或是正方形兩種不同的情況，結論是否相同？

2. 假設可採用金、銀、鋁等材料製作散熱片，在同樣的預算前提下，以哪種材質能製造出散熱
效果最好的散熱片？

3. 不同於上述兩小題散熱片是氣冷，在這一小題中採用水冷式散熱，其中用來散熱的水量固
定，因此水溫會因為吸收散熱片的溫度而升高。在假設水本身不會散熱的前提之下建立一

個新的模型，並試著以此模型「驗證」當今桌上型電腦的水冷式散熱器內含的水量是否「足

夠」用以壓制 CPU 發熱。



4 會變相之熱傳導

本專題探討加熱一極細金屬棒之熱傳導問題。

1. 首先，我們將極細的金屬棒視為一維的物件，因此金屬棒的熱流只在金屬棒延伸的方向（意
即熱只會往兩端點方向移動)，也就是說金屬棒的邊界只有端點兩點。

2. 只有在金屬棒的一端點加熱，且加熱熱源有功率的上限。

3. 金屬棒在加熱的過程中不會膨脹。

4. 金屬的熱傳導係數隨著溫度的上升而遞減（可以自己去找個滿足這個條件的金屬或是自己設
定）。

5. 金屬在過了某個溫度之後會融化成液體，此時熱傳導係數也明顯與固體狀態時不同。假設金
屬液化之後的熱傳導係數比金屬時的狀態更低。

我們有興趣的問題是採取一直輸出最大功率的加熱方式是否是最快能讓左端點達到融點的方式？

注意到為了建模的需要，我們需要在原本的熱方程中加入點熱源以及與溫度相關的熱傳導係數：

1. 應該如何在熱方程中呈現點熱源呢？而又該如果對這樣的熱源進行數值模擬？

2. 熱傳導係數該如何設定？

如果除了左右兩端之外也可往垂直方向散熱呢？亦即我們將上述假設 1 移除，那對於同樣的問
題，我們又該如何進行建模？（參考第二題）

5 草原上的牛群

在課堂上我們提到了獵食者獵物模型，然而在考慮生物相關問題時，不同的生物間所有的競合關

係皆有不同。給定一只有草原與牛群這兩個生物的封閉生態系。假設牛群除了本身的數量會造成

的擴散效應外，牛群亦會因為水草豐美的程度進行移動。在此設定下，若 D 為此封閉生態系所在

的區域，則牛群的數量 u 與水草的豐美程度 v 皆為 x, y, t 的函數。試著依下列之更多假設進行

PDE 建模。

1. 假設牛群在水草豐美程度低於某一水準的區域無法進食繁殖只能外移，因此任何一處的水草
都不會被吃完。

2. 在牛群愈多的地方，因為排泄物也愈多的關係，對於水草來說養份愈多因此水草也會愈豐
美。

3. 更多你能想像的合理假設。

注意到為了完整建模以進行模擬，一個合適的邊界條件是需要的。封閉的系統可能有下面兩種狀

況：

1. 牛隻無法穿透邊界，亦即可能 D 區域的邊界有圍籬將 D 與外界隔開。



2. 部份邊界為懸崖，因此有牛隻可能不小心會掉下懸崖。非懸崖的邊界則同上述假設牛隻無法
穿透。

此外，我們也必須回答該如何針對牛隻排泄物對水草豐美程度的影響。請依上述各點進行建模以

及模擬。
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