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單元 32: 指數與對數積分
(課本 §5.3)

令 u 為 x 的可微函數.

(1) 簡單積分指數律:∫
exdx = ex + C

此乃因為

d

dx
[ex] = ex

故根據不定積分的定義得證.

(2) 廣義積分指數律: 對於指數函數的合成函數,∫
eudu

dx
dx =

∫
eudu = eu + C

其中第二個與第三個等號成立乃是先根據代入法的原

則, 將 du
dxdx 表成微分差 du, 形成對 u 的積分, 再

根據 (1) 的指數積分所致.

(3) 簡單積分對數律:∫ 1

x
dx = ln |x| + C, x 6= 0
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此乃因為當 x > 0 時,

d

dx
[ln |x|] =

d

dx
lnx =

1

x
(1)

又當 x < 0 時,

d

dx
[ln |x|] =

d

dx
ln(−x)

=
1

−x
· (−x)′

=
1

−x
· (−1) =

1

x
(2)

故當 x 6= 0 時, 由 (1) 式與 (2) 式知,

d

dx
[ln |x|] =

1

x

因而根據不定積分的定義得證.

(4) 廣義積分對數律: 對於 1
x 的合成函數,∫ 1

u

du

dx
dx =

∫ 1

u
du = ln |u| + C

此乃因為根據代入法, 先將 du
dxdx 表成微分差 du,

形成對 u 的積分, 再由 (3) 的簡單積分對數律所致.

例 1. 試求下列各項不定積分.

2 中大數學系于振華



經濟系微積分(95學年度) 單元 32: 指數與對數積分

(a)
∫

3exdx

(b)
∫

5e5xdx

(c)
∫

2e5x+2dx

(d)
∫

3xe−x2+1dx

<解> (a) 因為被積函數為一單純的指數函數的 3 倍,

故根據積分的純量乘積法則以及簡單積分指數律, 得

原式 = 3
∫

exdx

= 3(ex + C)

= 3ex + 3C = 3ex + C

其中最後一個等號成立乃因為 3C 亦是代表任意常數, 故

為簡化起見, 均以 C 表示, 且以下均按照此約定.

(b) 因為被積函數中的合成函數為

e5x
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故根據型式辨識法或代入法, 令

u = 5x

並經由適當的改寫, 以及廣義積分指數律, 得

原式 =
∫

e5x︸︷︷︸
eu

(5)︸︷︷︸
du
dx

dx

=
∫

eudu

= eu + C = e5x + C

(c) 因為被積函數中的合成函數為

e5x+2

故根據型式辨識法或代入法, 視 5x + 2 為 u, 並經由同

乘除 5 的適當改寫, 積分的純量乘積法則, 以及廣義積分

指數律, 得

原式 =
∫ 2

5
e5x+2︸ ︷︷ ︸

eu
(5)︸︷︷︸
du
dx

dx

=
2

5
e5x+2 + C

(d) 顯然地, 被積函數中的合成函數為

e−x2+1
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故根據型式辨識法或代入法, 令

u = −x2 + 1

得

du

dx
= −2x

並經由同乘除 (−2) 的改寫, 積分的純量乘積法則, 以及

廣義積分指數律, 得

原式 =
∫

−
3

2
e−x2+1︸ ︷︷ ︸

eu
(−2x)︸ ︷︷ ︸

du
dx

dx

= −
3

2
e−x2+1 + C

例 2. 試求下列各項不定積分.

(a)
∫ 7

x
dx

(b)
∫ 2x

x2
dx

(c)
∫ 2

4x + 5
dx
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(d)
∫ 7x

1 − x2
dx

<解> (a) 因為被積函數是單純的 1
x 的 7 倍, 故根據積

分的純量乘積法則, 以及簡單積分對數律, 得

原式 = 7
∫ 1

x
dx = 7 ln |x| + C

(b) 當被積函數是一分式, 且分母的導函數是分子的常數

倍時, 可根據型式辨識法或代入法, 將分母視為 u, 形成

合成函數

1

u

再經由適當的改寫, 積分的純量乘積法則, 以及廣義積分

對數律, 如

u = x2

得

du

dx
= 2x

以及

原式 =
∫ 1

x2︸︷︷︸
1
u

(2x)︸ ︷︷ ︸
du
dx

dx

= ln |u| + C = lnx2 + C
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其中最後一個等號成立乃因為 x2 > 0, 故可去絕對值符

號, 但不可再經由對數律化簡為 2 lnx + C, 因為如此則

限制 x 的範圍為大於 0, 而實際上 x 不等於 0 即可.

(c) 因為被積函數為一分式, 且明顯地分母的導函數是分

子的常數倍, 故根據型式辨識法或代入法, 令

u = 4x + 5

並經由同乘除 4 的適當改寫, 積分的純量乘積法則, 以及

廣義積分對數律, 得

原式 =
∫ 2

4
·

1

4x + 5︸ ︷︷ ︸
1
u

(4)︸︷︷︸
du
dx

dx

=
1

2
ln |4x + 5| + C

(d) 令

u = 1 − x2

得

du

dx
= −2x

為被積函數的分子的常數倍, 故根據型式辨識法或代入法,

經由同乘除 (−2) 的改寫, 積分的純量乘積法則, 以及廣
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義積分對數律, 得

原式 =
∫

−
7

2
·

1

1 − x2︸ ︷︷ ︸
1
u

(−2x)︸ ︷︷ ︸
du
dx

dx

= −
7

2
ln |1 − x2| + C

例 3. 試求下列各項不定積分.

(a)
∫

x2 + 6x + 1

x2 + 1
dx

(b)
∫ 4x2 − 2x + 3

x2
dx

(c)
∫

x2 + x + 1

x − 1
dx

<解> 被積函數均為分子的次方大於或等於分母的次方的

有理函數, 一個處理的原則是, 先經由長除法將原被積函

數改寫為多項式與真分式的和後, 再經由逐項積分, 積分

的冪次法則, 以及廣義積分對數律求不定積分, 如下述.
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(a) 經由長除法, 得

x2 + 6x + 1

x2 + 1
= 1 +

6x

x2 + 1

故令

u = x2 + 1

得

du = (x2 + 1)′dx = 2xdx

兩邊同除 2, 得

xdx =
1

2
du

接著, 根據長除法的結果, 逐項積分, 改寫, 代入, 化簡,
積分的純量乘積法則, 以及積分的對數律, 得

原式 =
∫ (

1 +
6x

x2 + 1

)
dx

=
∫

1dx +
∫ 6

x2 + 1
· xdx

= x +
∫ 6

u
·
1

2
du

= x + 3
∫ 1

u
du

= x + 3 ln |u| + C

= x + 3 ln(x2 + 1) + C
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(b) 因為分母只有一項, 故先根據分配律改寫被積函數後,
再經由逐項積分, 積分的純量乘積法則, 簡單積分對數律,
以及簡單冪次法則, 得

原式 =
∫ (

4 −
2

x
+

3

x2

)
dx

= 4x − 2 ln |x| + 3(−1)x−1 + C

= 4x − 2 ln |x| −
3

x
+ C

(c) 首先, 經由長除法, 以及逐項積分, 得

原式 =
∫ (

x + 2 +
3

x − 1

)
dx

=
1

2
x2 + 2x + 3

∫ 1

x − 1
dx (3)

接著, 令

u = x − 1

得

du = (x − 1)′dx = dx

並經由代入, 以及簡單積分對數律, 得∫ 1

x − 1
dx =

∫ 1

u
du

= ln |u| + C

= ln |x − 1| + C (4)
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最後, 合併 (3) 式與 (4) 式, 得

原式 =
1

2
x2 + 2x + 3 ln |x − 1| + C

例 4. 試求下列各項不定積分.

(a)
∫ 1

2 + e−x
dx

(b)
∫ 1 + e−x

1 + xe−x
dx

(c)
∫ 1

x(lnx)2
dx

<解> (a) 雖然被積函數是一分式, 根據上述經驗, 一個

嘗試是令分母為 u, 並將被積函數的其餘部份與 dx 表成

du 的常數倍, 再根據簡單積分對數律求不定積分, 亦即,

u = 2 + e−x

但

du = (2 + e−x)′dx = −e−xdx
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無法表成其餘部份 1dx 的常數倍, 故代入法或更明確的

簡單積分對數律不適用, 而需嘗試其它方法.

一個方式是分母分子同乘 ex, 並整理, 得∫ 1

2 + e−x
dx =

∫
ex · 1

ex(2 + e−x)
dx

=
∫

ex

2ex + 1
dx (5)

接著, 令

u = 2ex + 1

得

du = (2ex + 1)′dx = 2exdx

剛好是其餘部份 exdx 的 2 倍. 故, 由 (5) 式, 根據辨

識法或代入 u 與

exdx =
1

2
du

並根據積分的純量乘積法則, 以及簡單積分對數律, 得

原式 =
∫ 1

u
·
1

2
du

=
1

2
ln |u| + C

=
1

2
ln(2ex + 1) + C
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其中最後一個等號成立乃因為 2ex + 1 恆為正, 而可去

絕對值所致.

(b) 同 (a), 先嘗試令

u = 1 + xe−x

則

du = [0 + (x)′e−x + x(e−x)′]dx

= (1 − x)e−xdx

無法表成其餘部份 (1 + e−x)dx 的常數倍. 故嘗試分子

分母同乘 ex, 並整理, 得

原式 =
∫

ex(1 + e−x)

ex(1 + xe−x)
dx

=
∫

ex + 1

ex + x
dx (6)

接著, 令

u = ex + x

得

du = (ex + 1)dx

剛好就是被積函數其餘部份 (ex + 1)dx.
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所以, 由 (6) 式, 將 u 與 du 代入, 並根據簡單積分對

數律, 得

原式 =
∫ 1

u
du

= ln |ex + x| + C

(c) 一個積分經驗乃是, 當被積函數中含有 (lnx)n 與 1
x

時, 則可透過它們的關係

d

dx
[lnx] =

1

x

令

u = lnx

得

du =
1

x
dx

並經由代入, 整理, 得出

un

再根據積分的簡單冪次法則求不定積分, 如下述.

因為被積函數可改寫成

1

(lnx)2
·
1

x
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符合上述的經驗, 故令

u = lnx

得

du =
1

x
dx

再經由代入, 並根據積分的簡單冪次法則, 得∫ 1

x(lnx)2
dx =

∫ 1

u2
du

= −u−1 + C

= −
1

lnx
+ C
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