
經濟系微積分(98學年度) 單元 51: 三角函數的導函數

單元 51: 三角函數的導函數
(課本 x8.4)

一. 二個極限公式

下述為推導三角函數的導函數所需的公式,

(i) 當 x 趨近於 0 時, 同時會趨近於 0 的 sinx 與 x

愈近似, 亦即,

lim
x!0

sinx

x
= 1

證明, 暫略, 以後再證; 但可用計算器驗證, 如課本;

亦可由圖示知, 當 x! 0 時, x � sinx, 因而相比

的極限趨近於 1, 亦即,

lim
x!0

sinx

x
= 1

如所求.

(ii) 當 x 趨近於 0 時, 趨近於 0 的 1� cosx 會遠小

於亦趨近 0 的 x, 亦即,

lim
x!0

1� cosx

x
= 0
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<證> 首先, 分子分母同乘以 (1 + cosx), 並根據

平方差以及三角恆等式化簡, 得

1� cosx

x
=

(1� cosx)(1 + cosx)

x(1 + cosx)

=
1� cos2 x

x(1 + cosx)

=
sin2 x

x(1 + cosx)

=
sinx

x
� sinx

1+ cosx

接著, 因為 sinx 與 cosx 均是連續函數, 並根據求

極限的法則以及 (i) 中的公式, 由上式得

lim
x!0

1� cosx

x
= lim

x!0

sinx

x
� lim
x!0

sinx

1+ cosx

= 1 � sin 0

1 + cos0

= 1 � 0

1+ 1
= 1 � 0 = 0

如所求.

二. 三角函數的導函數

根據上述的公式, 得下述六個三角函數的導函數,
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(1)
d

dx
[sinx] = cosx

(2)
d

dx
[cosx] = � sinx

(3)
d

dx
[tanx] = sec2 x

(4)
d

dx
[cotx] = � csc2 x

(5)
d

dx
[secx] = secx tanx

(6)
d

dx
[cscx] = � cscx cotx

<證> (1) 首先, 根據導函數的定義,

d

dx
[sinx] = lim

�x!0

sin(x+�x)� sinx

�x

接著, 根據三角函數的和角公式

sin(� � �) = sin � cos�� cos � sin�
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以及化簡整理, 由上式得

右邊分式 =
sinx cos�x+ cosx sin�x� sinx

�x

= cosx � sin�x

�x
� sinx � 1� cos�x

�x

最後, 令 �x! 0, 取極限, 並根據求極限的法則, 以及

公式 (i) 與公式 (ii), 由上式得

d

dx
[sinx] = cosx � lim

�x!0

sin�x

�x

� sinx � lim
�x!0

1� cos�x

�x
= cosx � 1� sinx � 0
= cosx

得證.

(2) 首先, 根據導函數的定義,

d

dx
[cosx] = lim

�x!0

cos(x+�x)� cosx

�x

接著, 根據三角函數的和角公式

cos(� � �) = cos � cos�� sin � sin�

以及化簡整理, 由上式得

右邊分式 =
cosx cos�x� sinx sin�x� cosx

�x

= � sinx � sin�x

�x
� cosx � 1� cos�x

�x
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最後, 令 �x! 0, 取極限, 並根據求極限的法則, 以及

公式 (i) 與公式 (ii), 由上式得

d

dx
[cosx] = � sinx � lim

�x!0

sin�x

�x

� cosx � lim
�x!0

1� cos�x

�x
= � sinx � 1� cosx � 0
= � sinx

得證.

(3) 根據 tanx 的定義, 微分的除法規則, 以及上述求得

的 sinx 與 cosx 的導函數, 並以三角恆等式化簡, 且由

secx 的定義, 得

d

dx
[tanx] =

d

dx

�
sinx

cosx

�

=
d
dx[sinx](cosx)� (sinx) d

dx[cosx]

cos2 x

=
(cosx)(cosx)� (sinx)(� sinx)

cos2 x

=
cos2 x+ sin2 x

cos2 x

=
1

cos2 x
= sec2 x

如所求.
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(4) 根據 cotx 的定義, 微分的除法規則, 以及上述求得

的 sinx 與 cosx 的導函數, 並以三角恆等式化簡, 且由

cscx 的定義, 得

d

dx
[cotx] =

d

dx

�
cosx

sinx

�

=
(cosx)0 sinx� cosx(sinx)0

sin2 x

=
(� sinx)(sinx)� (cosx)(cosx)

sin2 x

=
�(sin2 x+ cos2 x)

sin2 x

= � 1

sin2 x
= � csc2 x

如所求.

(5) 根據 secx 的定義, 微分的廣義冪次規則, 以及上述

求得的 cosx 的導函數, 並整理化簡, 得

d

dx
[secx] =

d

dx

�
1

cosx

�

=
d

dx

h
(cosx)�1

i

= �(cosx)�2 � d

dx
[cosx]

= �(cosx)�2 � (� sinx)

=
1

cosx
� sinx
cosx

= secx tanx
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得證.

(6) 根據 cscx 的定義, 微分的廣義冪次規則, 以及上述

求得的 sinx 的導函數, 並整理化簡, 得

d

dx
[cscx] =

d

dx

�
1

sinx

�

=
d

dx

h
(sinx)�1

i

= �(sinx)�2 � d

dx
[sinx]

= �(sinx)�2 � (cosx)
= � 1

sinx
� cosx
sinx

= � cscx cotx

得證.

三. 三角合成函數的導函數

令 u 為 x 的可微函數, 則根據上述公式以及連鎖規則,

六個三角合成函數的導函數如下,

(1)
d

dx
[sinu] = cosu � du

dx

(2)
d

dx
[cosu] = � sinu � du

dx
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(3)
d

dx
[tanu] = sec2 u � du

dx

(4)
d

dx
[cotu] = � csc2 u � du

dx

(5)
d

dx
[secu] = secu tanu � du

dx

(6)
d

dx
[cscu] = � cscu cotu � du

dx

例 1. 試求下列各項的導函數.

(a) y = sin(x2 � 1)

(b) y = tan(ex)

(c) f(x) = tan4(3x)

(d) y = csc

�
x

3

�
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(e) g(t) =
p
sin 5t

(f) h(x) =
cosx

x

(g) y = ln j secx+ tanxj

<解> (a) 根據 sin 合成函數的微分公式, 也就是說, 由

連鎖規則, 先對 sin 函數微分得 cos 函數, 並代入內部

函數 x2 � 1 後, 再乘上 x2 � 1 的導函數, 可得

y0 = cos(x2 � 1)
d

dx
[x2 � 1]

= 2x cos(x2 � 1)

(b) 根據 tan 合成函數的微分公式, 先對 tan 函數微分

得 sec2 函數, 並代入內部函數 ex 後, 再乘上 ex 的導

函數, 可得

y0 = sec2(ex)
d

dx
[ex]

= ex sec2(ex)

(c) 根據慣用法,

f(x) = tan4(3x) = [tan(3x)]4
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乃一 tan 合成函數的 4 次方.

故由廣義冪次規則, 以及 tan 合成函數的微分公式, 得

f 0(x) = 4 [tan(3x)]3 � d

dx
[tan(3x)]

= 4 tan3(3x) � sec2(3x) d
dx

[3x]

= 12 tan3(3x) sec2(3x)

(d) 根據 csc 合成函數的微分公式, 先對 csc 函數微分

得 � csc cot 函數, 並代入內部函數 x
3

後, 再乘上 x
3

的

導函數, 可得

y0 = � csc

�
x

3

�
cot

�
x

3

�
d

dx

�
x

3

�

= �1
3
csc

�
x

3

�
cot

�
x

3

�

(e) 原函數是一 sin 合成函數的 1

2
次方, 故根據廣義冪

次規則, 以及 sin 合成函數的微分公式, 並將冪次為負的

移至分母的化簡整理, 得

g0(t) =
1

2
(sin 5t)�1=2 � d

dt
[sin 5t]

=
1

2
(sin 5t)�1=2 � cos(5t) d

dt
[5t]

=
5cos 5t

2
p
sin 5t
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(f) 根據微分的除法規則以及 cos 函數的微分公式, 得

h0(x) =
x d
dx[cosx]� cosx d

dx[x]

x2

=
�x sinx� cosx

x2

(g) 這是一個對數合成函數, 故根據連鎖規則, 對數函數,

sec 函數, 以及 tan 函數的微分公式, 並化簡整理, 得

y0 =
1

secx+ tanx
� d

dx
[secx+ tanx]

=
1

secx+ tanx
(secx tanx+ sec2 x)

=
secx(tanx+ secx)

secx+ tanx
= secx

例 2. 試求

f(x) = 2 sinx� cos 2x

在 (0;2�] 上的相對極值.

<解> (1) 找臨界數, 亦即, 相對極值候選數. 首先, 根

據 sin 與 cos 函數的微分公式, 得

f 0(x) = 2cosx� (� sin 2x � 2)
= 2cosx+2sin 2x
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在實數線上恆定義.

故僅有第一類臨界數, 亦即, f 0(x) = 0 的 x 值, 此乃相

當於解

cosx+ sin2x = 0

經由倍角公式, 亦相當於解

cosx+2sinx cosx = cosx(1 + 2 sinx) = 0

因此,

cosx = 0

並由此得出在 (0;2�] 內的臨界數

x =
�

2
;
3�

2

或

1+ 2sinx = 0

亦相當於

sinx = �1
2

以及在 (0;2�] 內對應的臨界數

x =
7�

6
;
11�

6
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(2) 驗證. 上述求得的四個臨界數將 (0;2�) 分割成五

個子區間, 且在每個子區間內一階導函數

f 0(x) = 2cosx(1 + 2 sinx)

的符號如下述及圖示.

�
0; �

2

�
: f 0 = (+)(+) = (+), 遞增.

�
�
2
; 7�
6

�
: f 0 = (�)(+) = (�), 遞減.

�
7�
6
; 3�
2

�
: f 0 = (�)(�) = (+), 遞增.

�
3�
2
; 11�
6

�
: f 0 = (+)(�) = (�), 遞減.

�
11�
6
;2�

�
: f 0 = (+)(+) = (+), 遞增.

因此, 根據一階導函數檢定法,

f(x) = 2 sinx� cos 2x

在 x = �
2

與 x = 3�
2

有相對最大值

f

�
�

2

�
= 2sin

�
�

2

�
� cos(�)

= 2(1)� (�1) = 3
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與

f

�
3�

2

�
= 2sin

�
3�

2

�
� cos(3�)

= �2� (�1) = �1

且在 x = 7�
6

與 11�
6

有相對最小值

f

�
7�

6

�
= 2sin

�
7�

6

�
� cos

�
7�

3

�

= 2

�
�1
2

�
� 1

2
= �3

2

與

f

�
11�

6

�
= 2sin

�
11�

6

�
� cos

�
11�

3

�

= 2

�
�1
2

�
� 1

2
= �3

2
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