
經濟系微積分(98學年度) 單元 57: 冪級數與泰勒定理

單元 57: 冪級數與泰勒定理
(課本 x10.4)

一. 冪級數

定義. 型如

1X
n=0

anx
n = a0+ a1x+ a2x

2+ a3x
3

+ � � �+ anx
n+ � � �

的無窮級數, 稱作以 0 為中心的冪級數 (power

series); 型如

1X
n=0

an(x� c)n = a0+ a1(x� c) + a2(x� c)2

+a3(x� c)3+ � � �+ an(x� c)n+ � � �
的無窮級數, 稱作以 c 為中心的冪級數.

註. 在型式上, 冪級數為無窮多項的 \多項式"; 足標 n

不一定要從 0 開始.

例如, 無窮級數

1X
n=0

xn

n!
= 1+ x+

x2

2!
+

x3

3!
+ � � �
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是一個以 0 為中心的冪級數, 其中等號右邊的第一項乃根

據

0! = x0 = 1

的約定所致; 又無窮級數

1X
n=1

(x� 1)n

n
= (x� 1) +

(x� 1)2

2

+
(x� 1)3

3
+ � � �

是一個以 1 為中心的冪級數; 最後無窮級數

1X
n=1

(x+2)n

n
= (x+2)+

(x+2)2

2

+
(x+2)3

3
+ � � �

是一個以 �2 為中心的冪級數, 此乃因為

x+2 = x� (�2)
並根據定義所致.

註. 因為冪級數的值會隨著不同的 x 而改變, 故可視冪

級數

1X
n=0

an(x� c)n
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為一 x 的函數 f(x), 亦即,

f(x) =
1X

n=0

an(x� c)n

則 f(x) 的定義域

D
def
=

8<
:x :

1X
n=0

an(x� c)n 收斂的 x

9=
;

問. 如何求 f(x) 的定義域? 亦相當於如何求 x 使得

冪級數

1X
n=0

an(x� c)n

收斂?

答. 首先, c 在 f(x) 的定義域內.

為何如此? 因為代入 x = c, 得

f(c) =
1X

n=0

an(c� c)n

= a0+0+ 0+ 0+ � � � = a0

收斂, 故 c 在 f(x) 的定義域內.
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還有其它的點嗎? 如何找到它們?

根據下述的事實, 最多除了兩個端點須特別判定外, 可決

定出 f(x) 的定義域.

事實: 對任一冪級數

1X
n=0

an(x� c)n

下列三項中, 僅一項成立,

(1) 冪級數僅在 x = c 收斂, 如圖示.

(2) 對所有的 x, 冪級數均收斂, 如圖示.

(3) 存在一個 R > 0, 當

jx� cj < R

時, 冪級數收斂; 當

jx� cj > R

時, 冪級數發散; 當

x = c�R
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時, 未知, 需個別判斷, 有時可能相當困難, 如圖示.

註 1. 稱上述事實中的 R 為收斂半徑, 因為當 x 與 c

的距離在 R 以內, 冪級數

1X
n=0

an(x� c)n

收斂. 針對第一種只在 x = c 收斂的情況, 定義收斂半

徑

R = 0

針對對二種, 對所有的 x 均收斂的情況, 定義收斂半徑

R =1

註 2 針對上述的事實, 可採用比值檢定法決定 R, 並在

必要以及可行下, 判定冪級數在端點是否收斂, 而確定出

冪級數的定義域, 如下例.

例 1. 試求下列各項冪級數的收斂半徑 R.

(a)
1X

n=0

xn

n!
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(b)
1X

n=0

(�1)n(x+1)n

2n

<解> (a) 視 x 為一固定的實數, 並經由化簡整理, 以

及代入法, 得後項比前項的絕對值極限

lim
n!1

����� xn+1

(n+1)!
� n!
xn

����� = lim
n!1

���� x

n+1

����
= lim

n!1

jxj
n+1

= 0 < 1

對所有固定的實數 x 均成立, 故由比值檢定法, 對所有的

實數 x, 冪級數

1X
n=0

xn

n!

均收斂. 因此, 根據定義, 收斂半徑

R =1
且定義域

D = fx : �1 < x <1g

(b) 同 (a), 視 x 為一固定的實數, 並經由化簡整理, 以

及根據常數的極限就是常數本身, 得後項比前項的絕對值
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極限

lim
n!1

�����(�1)
n+1(x+1)n+1

2n+1
� 2n

(�1)n(x+1)n

�����
= lim

n!1

����x+1

2

���� = jx+1j
2

故由比值檢定法知, 當

jx+1j
2

< 1

時, 冪級數收斂, 亦相當於

jx+1j < 2

或

�3 < x < 1

而得收斂半徑

R = 2

如圖示.

問. 當 x = �3 與 x = 1, 亦即, 兩個端點時, 冪級

數收斂或發散?

需要將兩個端點分別代入, 形成兩個無窮級數, 再根據判

斷級數收斂或發散的檢定法判定, 如下述.
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首先, 代入 x = �3, 並經由化簡整理, 得

原式 =
1X

n=0

(�1)n(�2)n
2n

=
1X

n=0

2n

2n
=

1X
n=0

1

接著, 很明顯地, 一般項的極限

lim
n!1

1 = 1 6= 0

故由一般項檢定法, 級數發散.

代 x = 1, 並經由化簡整理, 得

原式 =
1X

n=0

(�1)n2n
2n

=
1X

n=0

(�1)n

且一般項的極限

lim
n!1

(�1)n =

(
1; 若 n 為偶數

�1; 若 n 為奇數

乃在 1 與 �1 上下震盪, 故極限不存在, 當然不為 0,

亦由一般項檢定法知, 級數發散.

因此, 綜合上述的結論, 冪級數

1X
n=0

(�1)n(x+1)n

2n

的定義域

D = (�3;1)
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不含兩個端點.

問. 給定一函數, 是否能以一個冪級數表示? 亦即, 是否

可將一個函數改寫成一個冪級數? 如何表示?

答. 下述的泰勒定理, 給予表示成冪級數的方式, 回答了

部分的問題.

泰勒定理 (Taylor's Theorem). 若函數 f(x) 可用

一個以 c 為中心的冪級數表示時, 則

f(x) =
1X

n=0

f(n)(c)

n!
(x� c)n

= f(c) + f 0(c)(x� c) +
f 00(c)

2!
(x� c)2

+
f(3)(c)

3!
(x� c)3+ � � �

並稱此級數為泰勒級數 (Taylor's series); 當 c = 0

時, 又稱作 Maclaurin series. 也就是說, 當函數

f(x) 可以表示成冪級數時, 一定是一個泰勒級數.

例 2. 試將函數

f(x) = ex
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表成以 0 為中心的冪級數, 並求此冪級數的收斂半徑 R.

<解> 因為是表成以 0 為中心的冪級數, 由泰勒定理知,

需要先求出

f(n)(0); n = 0;1;2; : : :

過程如下.

首先,

f(0)(x) = f(x) = ex

故

f(0)(0) = f(0) = e0 = 1

接著, 對 x 微分, 得

f 0(x) =
d

dx
[ex] = ex

故

f 0(0) = e0 = 1

再對 x 微分, 得

f 00(x) =
d

dx
[ex] = ex

以及

f 00(0) = e0 = 1
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同理, 得

f(3)(x) = ex

且

f(3)(0) = 1

...

以及根據類推出的規則,

f(n)(x) = ex

且

f(n)(0) = 1

因此, 根據泰勒定理以及泰勒級數的公式, 並代入上述的

結論, 得

ex = f(0) + f 0(0)x+
f 00(0)

2!
x2+

f(3)(0)

3!
x3

+ � � �+ f(n)(0)

n!
xn+ � � �

= 1+ x+
1

2!
x2+

1

3!
x3+ � � �+ 1

n!
xn+ � � �

=
1X

n=0

xn

n!
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且由例 1 (a) 知, 收斂半徑

R =1
亦即, 對所有的實數 x,

ex =
1X

n=0

xn

n!

均可表示成冪級數.

例 3. 試將函數

f(x) =
1

x

表示成以 1 為中心的冪級數, 並求此冪級數的收斂半徑

R, 以及計算 f
�
1
2

�
, 且與 1

x 比較.

<解一> 如同例 2, 因為是表成以 1 為中心的冪級數, 由

泰勒定理知, 需要先求出

f(n)(1); n = 0;1;2; : : :

首先,

f(0)(x) = f(x) =
1

x

故

f(0)(1) = f(1) = 1
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接著, 對 x 微分, 得

f 0(x) =
d

dx

�
1

x

�
=

d

dx
[x�1] = �x�2

故

f 0(1) = �(1)�2 = �1
再對 x 微分, 得

f 00(x) =
d

dx
[�x�2]

= (�1)(�2)x�3
= (�1)2(1)(2)x�3 = (�1)22!x�3

其中最後一個式子乃是設法保留必要的過程, 而能歸納出

一般項的型式, 並由此得

f 00(1) = (�1)22! = 2!

同理, 得

f(3)(x) =
d

dx
[(�1)22!x�3]

= (�1)22!(�3)x�4 = (�1)33!x�4

以及

f(3)(1) = (�1)33! = �3!
...
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最後, 根據上述各式類推出的規則,

f(n)(x) = (�1)nn!x�(n+1)

以及

f(n)(1) = (�1)nn!

因此, 根據以 1 為中心的泰勒級數的公式, 並代入上述的

結論以及化簡整理, 得

1

x
= f(1) + f 0(1)(x� 1) +

f 00(1)

2!
(x� 1)2

f(3)(1)

3!
(x� 1)3+ � � �

+
f(n)(1)

n!
(x� 1)n+ � � �

= 1+ (�1)(x� 1) +
2!

2!
(x� 1)2

+
�3!
3!

(x� 1)3+ � � �

+
(�1)nn!

n!
(x� 1)n+ � � �

= 1� (x� 1) + (x� 1)2 � (x� 1)3

+ � � �+ (�1)n(x� 1)n+ � � �
=

1X
n=0

(�1)n(x� 1)n (1)
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其中最後一個式子以一般項表示, 乃便於以比值檢定法確

定收半徑, 如下述.

將 x 視為一固定的常數, 並經由化簡整理, 以及常數的極

限就是常數本身, 得後項比前項的絕對值極限

lim
n!1

�����(�1)
n+1(x� 1)n+1

(�1)n(x� 1)n

����� = lim
n!1

jx� 1j
= jx� 1j

故由比值檢定法知, 當

jx� 1j < 1

時, (1) 式等號左邊的冪級數收斂, 得收斂半徑

R = 1

亦即, 此冪級數在

0 < x < 2

內收斂, 且當

x < 0 或 x > 2

時, 此冪級數發散.

又代入 x = 0 至 (1) 式的冪級數, 並化簡整理, 得級數

1X
n=0

(�1)n(�1)n =
1X

n=0

1
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且一般項極限

lim
n!1

1 = 1 6= 0

故發散. 再代入 x = 2, 並化簡整理, 得級數

1X
n=0

(�1)n(2� 1)n =
1X

n=0

(�1)n

且一般項極限

lim
n!1

(�1)n =

(
1; 若 n 為偶數

�1; 若 n 為奇數

乃在 1 與 �1 上下震盪, 極限不存在, 當然不為 0, 故

由一般項檢定法, 級數發散.

因此, 綜合上述的結論, 冪級數

1X
n=0

(�1)n(x� 1)n

的定義域

D = (0;2)

不含兩個端點, 如圖示.

或視 x 為固定常數, 並經由改寫, 得 (1) 式等號右邊的

冪級數為

1X
n=0

[�(x� 1)]n
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乃一公比

r = �(x� 1)

的等比級數, 故根據等比級數檢定法, 當公比的絕對值

jrj = j � (x� 1)j = jx� 1j < 1

時, 收斂; 否則發散. 因此, 得收斂半徑

R = 1

且定義域

D = fx : jx� 1j < 1g = (0;2)

<解二> 將 x 視為公比, 由等比級數檢定法, 當公比的絕

對值

jxj < 1

時,

1X
n=0

xn = 1+ x+ x2+ � � �+ xn+ � � �

=
1

1� x
(2)

接著一個根據上述公式的常用簡潔方法為, 設法將原式改

寫為

(常數) � 1

1� [k(x� c)]
(3)
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其中 c 為冪級數的中心, k 為另一適當的常數後, 再將

k(x� c)

視為公比, 代入 (2) 式, 並經由化簡整理, 即得一個以 c

為中心的冪級數.

例如, 題目是求以 1 為中心的冪級數, 故經由將 x 減 1,

再加 1, 以及改寫成上述型式的調整, 得

1

x
=

1

1+ (x� 1)
=

1

1� [�(x� 1)]

一個在型式上與 (2) 式完全相同的式子, 故將

�(x� 1)

視為公比並代入, 以及化簡整理, 得

1

x
=

1X
n=0

[�(x� 1)]n

=
1X

n=0

(�1)n(x� 1)n (4)

= 1� (x� 1) + (x� 1)2 � (x� 1)3

+ � � �+ (�1)n(x� 1)n+ � � �
且當公比的絕對值

j � (x� 1)j = jx� 1j < 1
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時, 收斂; 否則發散, 故收斂半徑

R = 1

且定義域

D = fx : jx� 1j < 1g = (0;2)

接著, 將 x = 1
2

代入 (4) 式等號的右邊, 並經由化簡整

理, 以及等比級數檢定法, 得等比級數

1X
n=0

(�1)n
�
1

2
� 1

�n
=

1X
n=0

(�1)n
�
�1

2

�n

=
1X

n=0

(�1)2n
�
1

2

�n

=
1X

n=0

�
1

2

�n

=
1

1� 1=2
= 2

剛好就是將 1
2

代入 (4) 式等號左邊

1

x

����
1=2

= 2

的值, 故

f

�
1

2

�
= 2 =

1X
n=0

�
1

2

�n
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如所求.

最後, 根據上述求得的冪級數以及它的定義域, 冪級數

1X
n=0

(�1)n(x� 1)n

僅在開區間 (0;2) 上收斂, 且它的值為 1
x, 並可表示成

1

x
=

1X
n=0

(�1)n(x� 1)n; 0 < x < 2

如圖示.

註 1. 例 3 乃在說明, 一函數僅在它的冪級數的定義域

內, 當然在收斂半徑內, 被表示出.

註 2. 冪級數在它的收斂半徑內具有多項式的好性質, 如

連續, 可逐項微分, 可逐項積分, 可做加, 減, 乘, 除, 合

成等運算, 如下述例 4 的示範與說明.

註 3. 若將 f(x) = 1
x 表成以 2 為中心的冪級數, 可

經由先將 x 減 2, 再加 2, 並分子分母同除 2, 使分母的

常數項成為 1, 並改寫成 (3) 式的型式後, 可視

�x� 2

2
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為公比, 代入 (2) 式以及化簡整理, 得

1

x
=

1

2+ (x� 2)

=
1=2

1� [�(x� 2)=2]

=
1

2

1X
n=0

�
�x� 2

2

�n

=
1X

n=0

(�1)n(x� 2)n

2n+1

=
1

2
� x� 2

22
+

(x� 2)2

23
� (x� 2)3

24

+ � � �+ (�1)n(x� 2)n

2n+1
+ � � �

且當公比的絕對值�����x� 2

2

���� =
����x� 2

2

���� < 1

亦相當於

jx� 2j < 2

時, 收斂; 否則發散, 故收斂半徑

R = 2

且定義域

D = fx : jx� 2j < 2g = (0;4)
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亦即, 表成以 2 為中的的冪級數時,

1

x
=

1X
n=0

(�1)n(x� 2)n

2n+1
; 0 < x < 4

僅在開區間 (0;4) 上, 可將函數 f(x) = 1
x 表示成冪級

數, 如圖示. 請自行嘗試以其它值為中心的冪級數, 以及

對應的收斂半徑與表示式.

例 4. 試將下列各函數表示成以給定的 c 為中心的冪級

數.

(a) e�x
2
; (c = 0)

(b) e2x+1; (c = 0)

(c)
1

1+ x
; (c = 0)

(d) lnx; (c = 1)

(e) ln(1 + x2); (c = 0)
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(f)
ex+ e�x

2
; (c = 0)

<解> 因為函數的型式較複雜, 連續地求導函數會相當地

冗長及複雜, 故不宜以

f(n)(c); n = 0;1;2; : : :

並根據泰勒級數的方式求冪級數, 而應設法根據已知的冪

級數, 經由註 2 提及的性質, 以簡潔, 精確地方式求出對

應的冪級數.

(a) 因為原式為 �x2 與指數函數 ex 的合成函數, 又已

知 ex 的以 0 為中心的冪級數表示式為

ex =
1X

n=0

xn

n!

= 1+ x+
x2

2!
+

x3

3!
+ � � � ; �1 < x <1

故將 �x2 代入, 並經由化簡整理, 得

e�x
2

=
1X

n=0

(�x2)n
n!

=
1X

n=0

(�1)nx2n
n!

= 1� x2+
x4

2!
� x6

3!
+ � � �
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且當

�1 < �x2 <1
亦相當於

�1 < x <1
時, 此冪級數收斂, 因而收斂半徑

R =1
以及定義域

D = (�1;1)

亦即, 表成以 0 為中心的羃級數時,

e�x
2
=

1X
n=0

(�1)nx2n
n!

; �1 < x <1

(b) 因為是求以 0 為中心的冪級數, 故需經由改寫, 並根

據 (a) 小題的理由, 代入 2x, 以及化簡整理, 得

e2x+1 = e � e2x

= e �
1X

n=0

(2x)n

n!

=
1X

n=0

e2nxn

n!

= e

 
1+ 2x+

22x2

2!
+

23x3

3!
+ � � �

!
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且當

�1 < 2x <1
亦相當於

�1 < x <1
時, 此冪級數收斂, 由此得收斂半徑

R =1
以及定義域

D = (�1;1)

亦即, 表成以 0 為中心的冪級數時,

e2x+1 =
1X

n=0

e2nxn

n!
; �1 < x <1

(c) 因為是求以 0 為中心的冪級數, 很明顯地, 可將原式

改寫成 (3) 式的型式, 並視 �x 為公比, 代入 (2) 式,

以及化簡整理, 得

1

1+ x
=

1

1� (�x) =
1X

n=0

(�x)n

=
1X

n=0

(�1)nxn

= 1� x+ x2 � x3+ � � �
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且當公比的絕對值

j � xj = jxj < 1

亦相當於

�1 < x < 1

時, 此冪級數收斂; 否則發散, 故收斂半徑

R = 1

且定義域

D = (�1;1)
亦即, 表成以 0 為中心的冪級數時,

1

1 + x
=

1X
n=0

(�1)nxn; �1 < x < 1

(d) 因為是求以 1 為中心的冪級數, 且當 x > 0 時,

lnx =

Z
1

x
dx

一個可行的方法是, 將 1
x 表成以 1 為中心的冪級數, 再

根據冪級數可逐項積分的性質, 對 1
x 的冪級數逐項積分,

而求得 lnx 的冪級數表示式, 亦即, 首先, 將 1
x 的分母

減 1, 再加 1, 並整理成 (3) 式的型式, 且視

�(x� 1)
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為公比, 代入 (2) 式, 以及化簡整理, 得

1

x
=

1

1� [�(x� 1)]
=

1X
n=0

[�(x� 1)]n

=
1X

n=0

(�1)n(x� 1)n (5)

且當公比的絕對值

j � (x� 1)j = jx� 1j < 1

亦相當於

0 < x < 2

時, 此冪級數收斂; 否則發散.

接著, 將 (5) 式兩邊積分, 並根據可逐項積分的性質, 以

及積分的冪次規則, 得

lnx =

Z
1

x
dx

=

Z 1X
n=0

(�1)n(x� 1)ndx

=
1X

n=0

Z
(�1)n(x� 1)ndx

=
1X

n=0

(�1)n(x� 1)n+1

n+1
+ C
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其中 C 為需確定的積分常數.

將 x = 1 代入上式, 得

ln 1 =
1X

n=0

(�1)n(1� 1)n+1

n+1
+ C

亦相當於

0 = 0+ C

亦即,

C = 0

因此, 當 0 < x < 2 時, 以 1 為中心的冪級數為

lnx =
1X

n=0

(�1)n(x� 1)n+1

n+1

= (x� 1)� (x� 1)2

2
+

(x� 1)3

3

�(x� 1)4

4
+ � � �

註. 經由逐項積分所得到的冪級數的定義域有可能會與原

來被積分的冪級數的定義域不同, 不同的地方是在兩個端

點, 若有的話, 故需要確認後, 才能正確地得到定義域, 而
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這項確認的過程通常會採用一些超出本書範圍的檢定法,

故僅提及這個事實, 不要求明確地寫出定義域, 能說明在

收斂半徑內的結果即可, 例如, (d) 小題的冪級數表示式

1

x
=

1X
n=0

(�1)n(x� 1)n

的定義域為

D = (0;2)

但經由逐項積分後的冪級數表示式

lnx =
1X

n=0

(�1)n(x� 1)n+1

n+1

的定義域為

D = (0;2]

多了右端點 x = 2, 此乃因為代入 x = 2, 經由化簡整

理, 得交替級數

1X
n=0

(�1)n
n+1

並根據一個超出本書範圍的交替級數檢定法判斷為收斂所

致; 另代入 x = 0, 並經由化簡整理, 得級數

1X
n=0

�1
n+1

= �
1X

n=1

1

n
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乃 �1 乘上調和級數, 或

p = 1 � 1

的 p-級數, 故根據 p-級數檢定法, 發散, 左端點 x = 0

不在定義域內.

(e) 因為是求以 0 為中心的冪級數, 且

d

dx
[ln(1 + x2)] =

2x

1+ x2
= 2x � 1

1+ x2

乃 2x 乘上一個在型式上與等比級數的公式, 即 (2) 式,

相似的式子, 故可經由改寫成 (3) 式的型式後, 表成以 0

為中心的冪級數, 再逐項積分, 亦即, 視

�x2

為公比, 代入 (2) 式, 以及化簡整理, 得

2x

1+ x2
= 2x � 1

1� (�x2) = 2x �
1X

n=0

(�x2)n

= 2x �
1X

n=0

(�1)nx2n

= 2 �
1X

n=0

(�1)nx2n+1 (6)

且當公比的絕對值

j � x2j = x2 < 1
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亦相當於

�1 < x < 1

時, 此冪級數收斂; 否則發散.

接著, 將 (6) 式兩邊積分, 並根據微分與積分的互逆性,

冪級數在收斂半徑內可逐項積分的性質, 積分的冪次規則,

以及化簡整理, 得

ln(1 + x2) =

Z
2x

1+ x2
dx

=

Z
2 �

1X
n=0

(�1)nx2n+1dx

= 2
1X

n=0

Z
(�1)nx2n+1dx

= 2
1X

n=0

(�1)nx2n+2

2n+2
+ C

=
1X

n=0

(�1)nx2(n+1)

n+1
+ C

其中 C 為需要確定的積分常數.

將 x = 0 代入上式, 得

ln 1 =
1X

n=0

(�1)n02(n+1)

n+1
+ C
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亦相當於

0 = 0+ C

故

C = 0

因此, 當 �1 < x < 1 時, 以 0 為中心的冪級數為

ln(1 + x2) =
1X

n=0

(�1)nx2(n+1)

n+1

= x2 � x4

2
+

x6

3
� x8

4
+ � � �

事實上, 代入 x = 1 與 x = �1, 均得交替級數

1X
n=0

(�1)n
n+1

並根據交替級數檢定法, 為收斂, 故定義域

D = [�1;1]
比原先被積分的冪級數多出兩個端點.

(f) 因為是求以 0 為中心的冪級數, 且原式

ex+ e�x

2
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是指數函數的合成與四則運算的表示式, 故根據冪級數亦

可做合成與四則運算的性質, 經由指數函數的冪級數表示

式, 做對應的運算即可, 亦即, 首先, 將 �x 代入

ex =
1X

n=0

xn

n!

= 1+ x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ � � �

並化簡整理, 得

e�x =
1X

n=0

(�1)nxn
n!

= 1� x+
x2

2!
� x3

3!
+

x4

4!
� � � �

接著, 將上二式相加並除以 2, 在奇次方項為異號, 相互

抵消下, 分子為兩倍的偶次方項, 並經由化簡整理, 得

ex+ e�x

2
=

1

2

 
2 � 1+ 2 � x

2

2!
+ 2 � x

4

4!

+2 � x
6

6!
+ � � �

!

= 1+
x2

2!
+

x4

4!
+

x6

6!
+ � � �

=
1X

n=0

x2n

(2n)!
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因為 ex 的冪級數表示式的定義域

D = (�1;1)

故經由合成運算以及四則運算的冪級數表示式的定義域亦

為

D = (�1;1)

因此, 表成以 0 為中心的冪級數時,

ex+ e�x

2
=

1X
n=0

x2n

(2n)!
; �1 < x <1

練習題 1. 試證二項級數

(1 + x)k = 1+
1X

n=1

�
k

n

�
xn; �1 < x < 1

其中 k 為任意實數, 且�
k

n

�
=

k(k � 1)(k � 2) � � � (k � n+1)

n!

為廣義的二項係數.

練習題 2. 試將下列各函數表示成以給定的 c 為中心的

冪級數.
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(a)
1p

1+ x
; (c = 0)

(b)
1

3
p
1+ x

; (c = 0)

(c) 3
p
1+ x; (c = 0)

(d)

q
1� x2; (c = 0)

(e)
1

x+2
; (c = 1)

(f)
1

1+ x
; (c = 2)
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