
財金系微積分(96學年度) 單元 53: 三角函數的積分

單元 53: 三角函數的積分
(課本 x8.5)

一. 互逆運算的三角函數積分公式

根據微分與積分的互逆性, 六個三角函數的積分公式如下,

(1) 因為

d

dx
[sinu] = cosu

du

dx

故根據不定積分的定義,Z
cosudu = sinu+ C

(2) 因為

d

dx
[cosu] = � sinu

du

dx

故兩邊同乘 (�1), 得

d

dx
[� cosu] = sinu

du

dx

並根據不定積分的定義,Z
sinudu = � cosu+ C
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(3) 同理, 因為

d

dx
[tanu] = sec2 u

du

dx

故 Z
sec2 udu = tanu+ C

(4) 因為

d

dx
[secu] = secu tanu

du

dx

故 Z
secu tanudu = secu+ C

(5) 類似於 (2), 因為

d

dx
[cotu] = � csc2 u

du

dx

故同乘 (�1), 並根據不定積分的定義,Z
csc2 udu = � cotu+ C

(6) 同理, 因為

d

dx
[cscu] = � cscu cotu

du

dx
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故同乘 (�1), 且根據不定積分的定義,Z
cscu cotudu = � cscu+ C

二. 代入法的三角函數積分公式

根據代入法, 另外四個基本三角函數的積分公式為

(1)
Z
tanxdx = � ln j cosxj+ C

(2)
Z
cotxdx = ln j sinxj+ C

(3)
Z
secxdx = ln j secx+ tanxj+ C

(4)
Z
cscxdx = ln j cscx� cotxj+ C

<證> (1) 根據 tanx 的定義, 以及選取

u = cosx; du = � sinxdx
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的代入法, 並由積分的對數法則, 得Z
tanxdx =

Z
sinx

cosx
dx

= �
Z

1

cosx| {z }
1
u

� � sinxdx| {z }
du

= � ln j cosxj+ C

如所求.

註. 根據對數律, 以及 secx 的定義, 上式亦相當於Z
tanxdx = ln j cosxj�1 + C

或
= ln j secxj+ C

(2) 同理, 由 cotx 的定義, 以及選取

u = sinx; du = cosxdx

的代入法, 且根據積分的對數法則, 得Z
cotxdx =

Z
cosx

sinx
dx

=

Z
1

sinx| {z }
1
u

� cosxdx| {z }
du

= ln j sinxj+ C
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得證.

(3) 首先, 分子與分母同乘

secx+ tanx

並整理, 得Z
secxdx =

Z
secx(secx+ tanx)

secx+ tanx
dx

=

Z
sec2 x+ secx tanx

secx+ tanx
dx (1)

接著, 令

u = secx+ tanx

則

du = (secx tanx+ sec2 x)dx

剛好就是由 (1) 式中的分子.

故根據代入法, 由 (1) 式, 以及積分的對數法則, 得Z
secxdx =

Z
1

u
du

= ln j secx+ tanxj+ C

得證.
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(4) 類似於 (3), 將分子分母同乘

cscx� cotx

並整理, 得Z
cscxdx =

Z
cscx(cscx� cotx)

cscx� cotx
dx

=

Z
csc2 x� cscx cotx

cscx� cotx
dx (2)

接著, 令

u = cscx� cotx

則

du = (� cscx cotx+ csc2 x)dx

剛好就是 (2) 式的分子.

故根據代入法, 由 (2) 式, 以及積分的對數法則, 得Z
cscxdx =

Z
1

u
du

= ln j cscx� cotxj+ C

如所求.

例 1. 試求下列各項不定積分.
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(a)
Z
x2 cos(x3)dx

(b)
Z
sec 4x tan4xdx

(c)
Z
ex sec2(ex)dx

(d)
Z

secx tanx

secx+2
dx

(e)
Z
(sin 2x+ cos2x)2dx

(f)
Z
x sec2 xdx

<解> (a) 因為被積函數中的合成函數為

cos(x3)

故根據選取

u = x3; du = 3x2dx
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的代入法, 以及 cosu 的積分公式, 得

原式 =
1

3

Z
cos(x3)| {z }
cosu

�3x2dx| {z }
du

=
1

3
sinu+ C

=
1

3
sin(x3) + C

(b) 根據選取

u = 4x; du = 4dx

的代入法, 以及 secu tanu 的積分公式, 得

原式 =
1

4

Z
sec 4x tan4x| {z }

secu tanu

�4dx|{z}
du

=
1

4
secu+ C

=
1

4
sec4x+ C

(c) 顯然地, 被積函數中的合成函數為

sec2(ex)

故根據選取

u = ex; du = exdx
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的代入法, 以及 sec2 u 的積分公式, 得

原式 =

Z
sec2(ex)| {z }
sec2 u

� exdx| {z }
du

= tanu+ C

= tan(ex) + C

(d) 這是一個分式的積分, 且分母的導函數剛好就是分子,

故根據選取

u = secx+2; du = (secx tanx)dx

的代入法, 以及積分的對數法則, 得

原式 =

Z
1

secx+2| {z }
1
u

� (secx tanx)dx| {z }
du

= ln juj+ C

= ln j secx+2j+ C

(e) 沒有直接可用的積分公式, 故展開被積函數, 並根據

三角函數的恒等式, 以及倍角公式整理, 得

原式

=

Z
(sin2 2x+2sin 2x cos 2x+ cos2 2x)dx

=

Z
(1 + sin 4x)dx
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接著, 逐項積分, 並根據選取

u = 4x; du = 4dx

的代入法, 由上式得

原式 = x+
1

4

Z
sin 4x| {z }
sinu

�4dx|{z}
du

= x+
1

4
(� cosu) + C

= x� 1

4
cos 4x+ C

(f) 若被積函數沒有 x, 則有直接可用的三角函數積分公

式, 此乃提示選取

u = x; du = dx

以及

dv = sec2 dx; v =

Z
sec2 dx = tanx

的分部積分, 並根據分部積分的公式以及 tanx 的積分公

式, 得

原式 = uv �
Z
vdu

= x tanx�
Z
tanxdx

= x tanx� (� ln j cosxj) + C

= x tanx+ ln j cosxj+ C
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因此, 定積分Z �=4

0

x sec2 xdx = (x tanx+ ln j cosxj)
����=4
0

=

�
�

4
tan

�

4
+ ln

����cos �4
����
�

�(0 + ln j cos 0j)
=

�

4
� 1+ ln

 
1p
2

!
� ln 1

=
�

4
� 1

2
ln 2
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