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Àj 31: wFí‚�M
({… §4.9)

©/Óœ‰bí�Ïíì2uéNk×àí8”. £�ì

2à-:

ì2 1. q Y Ñø©/Óœ‰b. † Y íJŸõÑ2

-í k ¼�Ï (kth moment)

µ′
k

def
= E(Y k), k = 1,2, . . .

/wJ‚�MÑ2-í k ¼�Ï, ¢˚T k ¼2Û�Ï

(kth central moment)

µk
def
= E[(Y − µ)k], k = 1,2, . . .

W 1. q Y ∼ unif(0, θ), t° µ′
k.

<j> ;W k ¼�Ïíì2, J£Óœ‰bƒbí‚�

Mít�,

µ′
k = E(Y k) =

∫ θ

0
yk1

θ
dy

=
1

θ(k + 1)
yk+1

∣∣∣∣∣
θ

0

=
θk

k + 1
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]Hp.°í k M, ).°í k ¼�Ï, à

µ′
1 =

θ

2
, µ′

2 =
θ2

3
, µ′

3 =
θ3

4
, . . .

ì2 2. q Y Ñø©/Óœ‰b, † Y í�Ï‚ƒb

(moment-generating function, mgf)

m(t)
def
= E(etY )

JæÊø�b b > 0 U)ç |t| ≤ b v, m(t) �Ì, †

˚�Ï‚ƒb m(t) æÊ.

Å. J�Ï‚ƒb m(t) æÊ, †

m(t) = 1 + µ′
1t + µ′

2
t2

2!
+ µ′

3
t3

3!
+ · · ·

+µ′
k
tk

k!
+ · · ·

/

dkm(t)

dtk

∣∣∣∣∣
t=0

= µ′
k

<„> íl, ;W�Ï‚ƒb (mgf) íì2J£Nbƒ
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bíœ �Ç�,

m(t) = E(etY )

=
∫ ∞

−∞
etyf(y) dy

=
∫ ∞

−∞

(
1 + ty +

t2

2!
y2 +

t3

3!
y3 + · · ·

+
tk

k!
yk + · · ·

)
f(y) dy (1)

QO, Ê m(t) æÊí‘K-, Ì¤áí¸D	}ª>²,
?¹, ªMá	}, 7â (1) �)|

m(t)

=
∫ ∞

−∞
f(y) dy + t

∫ ∞

−∞
yf(y) dy +

t2

2!

∫ ∞

−∞
y2f(y) dy +

t3

3!

∫ ∞

−∞
y3f(y) dy +

· · · +
tk

k!

∫ ∞

−∞
ykf(y) dy + · · · (2)

|(, ;Wœ0ò�ƒbí4”J£ k ¼�Ïíì2, â

(2) �, )

m(t) = 1 + µ′
1t + µ′

2
t2

2!
+ µ′

3
t3

3!
+ · · ·

+µ′
k
tk

k!
+ · · · (3)
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D×à8”�ó°í��, ?¹, k ¼�ÏÑ tk

k! í[b.
Ä¤, Ê m(t) æÊí‘K-, %âMá�} (3) �, ª

)

dkm(t)

dtk

∣∣∣∣∣
t=0

= µ′
k

W 2. q Y ∼ gamma(α, β). t° Y í m(t) 1

�Ç m(t) J° µ′
k.

<j> (1) ° m(t). ;W�Ï‚ƒbíì2,

m(t) = E(etY )

=
∫ ∞

0
ety ·

yα−1e−y/β

βαΓ(α)
dy

=
1

βαΓ(α)

∫ ∞

0
yα−1e

−y
(

1
β−t

)
dy

=
1

βαΓ(α)

∫ ∞

0
yα−1e

−y/
(

β
1−βt

)
dy

=
1

βαΓ(α)

(
β

1 − βt

)α

Γ(α)

=
1

(1 − βt)α
, t <

1

β

w2�ü_�UA
4ÄÑ Γ(α) íì2J£‰b‰²

u = y/
(

β
1−βt

)
, t < 1/β F_, ÌHà-. ç
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t < 1/β v, β/(1 − βt) > 0, ]I u = y/
(

β
1−βt

)
,

�û_�U¬ií	}∫ ∞

0
yα−1e

−y/
(

β
1−βt

)
dy

=

(
β

1 − βt

)α ∫ ∞

0

(
y

β/(1 − βt)

)α−1

·

e
−y/

(
β

1−βt

)
1

β/(1 − βt)
dy

=

(
β

1 − βt

)α ∫ ∞

0
uα−1e−udu

=

(
β

1 − βt

)α

Γ(α)

C6â pdf íi�, J pdf f(y) = c · g(y), w2 c

˚Ñ f(y) í�bÄ� (constant factor), g(y) ˚

Ñ f(y) í‰bÄ� (variable factor), †∫ ∞

−∞
f(y)dy =

∫ ∞

−∞
cg(y)dy = 1

â¤û| ∫ ∞

−∞
g(y)dy =

1

c
(4)

?¹, pdf ‰bÄ�í	}�k�bÄ�íJb. ¢ç

β

1 − βt
> 0 ⇔ t <

1

β
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v,

yα−1e
−y/

(
β

1−βt

)
Ñ gamma

(
α, β

1−βt

)
í pdf í‰bÄ�, /w�bÄ

�Ñ

1(
β

1−βt

)α
Γ(α)

]â (4) �, �ü_�UA
.

(2) ;WŠŸjíùá�Ç�,

m(t)

= (1 − βt)−α

= 1 + (−α)(−βt)(1)−α−1 +
(−α)(−α − 1)

2!
(−βt)2(1)−α−2 +

(−α)(−α − 1)(−α − 2)

3!
(−βt)3(1)−α−3 +

· · · +
(−α)(−α − 1) . . . (−α − k + 1)

k!
·

(−βt)k(1)−α−k + · · ·

QOâ,�í�ùáÇá, ªhô| α ‡íŠU_b�ß

�k β ‡íŠU_b, ]øF�íŠUT|1ó
(�ß
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Ñ 1, %cÜ(, ª)

m(t) = (1 − βt)−α

= 1 + t(αβ) +
t2

2!
[α(α + 1)β2] +

t3

3!
[α(α + 1)(α + 2)β3] + · · · +

tk

k!
[α(α + 1) · · · (α + k − 1)βk] + · · ·

¢úk k = 1,2, . . ., µ′
k Ñ tk

k! í[b, ]

µ′
1 = αβ

µ′
2 = α(α + 1)β2

µ′
3 = α(α + 1)(α + 2)β3

...

µ′
k = α(α + 1) · · · (α + k − 1)βk

...

ìÜ 4.12. I©/Óœ‰b Y ∼ f(y) / g(Y ) Ñ

ø Y íƒb, † g(Y ) í mgf

m(t)
def
= E

[
etg(Y )

]
=

∫ ∞

−∞
etg(y)f(y)dy

w2�ù_�UA
4;WÓœ‰bƒbí‚�Mt�.
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W 3. I Y ∼ N(µ, σ). t° g(Y )
def
= Y − µ í

mgf.

<j> ;WìÜ 4.12, g(Y ) í mgf

m(t) = E
[
etg(Y )

]
= E

[
et(Y −µ)

]
=

∫ ∞

−∞
et(y−µ) 1

σ
√

2π
e
−(y−µ)2

2σ2 dy

QO%â‰b‰², I

u = y − µ, du = dy

J£

y = −∞ ⇒ u = −∞, y = ∞ ⇒ u = ∞

â,�ª)

m(t) =
∫ ∞

−∞
etu 1

σ
√

2π
e
− u2

2σ2du

=
∫ ∞

−∞

1

σ
√

2π
e
− 1

2σ2(u2−2σ2tu)
du (5)

Í(%âø_TÜ�G}Óƒb pdf óÉ	}ít�x

Í, ?¹, øNbƒbíNb¶}ú	}‰b u Têr�

j, )

u2 − 2σ2tu = (u − σ2t)2 − (σ2t)2 (6)
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Ä¤, â (5) � £ (6) �, )

m(t) =
∫ ∞

−∞

1

σ
√

2π
e
− 1

2σ2(u−σ2t)2
e

1
2σ2(σ2t)2

du

= e
1
2σ2t2

∫ ∞

−∞

1

σ
√

2π
e
− 1

2σ2(u−σ2t)2
du

= e
1
2σ2t2(1), −∞ < t < ∞

= exp
(
1

2
σ2t2

)
w2�ú_�UA
4ÄÑ�ù_�U¬ií\	ƒb�

ßu N(σ2t, σ) í pdf, 7)êcí	}Ñ 1 F_.

Å. (ñø4). J Y , Z Ñù©/Óœ‰b/�ó°í

mgf, †

Y
D
= Z

D×àí8”øš.
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