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單元 29: Beta 機率分布
({… §4.7)

�àk模�“: ª0, à“çß¹2.Ó�íª0, œÂ

TÊ&^Õ態F占íª0, . . ., ]wª?值 ∈ [0, 1]. £

�ì2à-:

ì2 1. Y ∼ beta(α, β), α > 0, β > 0, J/ÑJ

Y í pdf

f(y) =

 yα−1(1−y)β−1

B(α, β) , 0 ≤ y ≤ 1

0, w…

w2

B(α, β) =
∫ 1

0
yα−1(1− y)β−1 dy =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

註 1. ÖÍ beta í pdf ì2Ê 0 ≤ y ≤ 1, O透¬

�換

y∗ =
y − c

d− c

ªø beta í pdf R�BL<–È: c ≤ y ≤ d (!‹

&„).
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註 2. Beta Óœ‰bí cdf

F (y) =
∫ y

0

tα−1(1− t)β−1

B(α, β)
dt

[A
= Iy(α, β)

˚TÝêc beta 函b (incomplete beta
function), Ìpüíêc� (closed-form), Oç

α, β ÌÑcbv, â}¶	} (integration by
parts), ª)

Iy(α, β) =
∫ y

0

tα−1(1− t)β−1

B(α, β)
dt

=
n∑

i=α

(
n

i

)
yi(1− y)n−i

w2 0 < y < 1, n = α + β − 1. (ø_Dùá}Óí

pmf 5ÈíÉ[.)

ìÜ 4.11. J Y ∼ beta(α, β), α > 0, β > 0,
†‚�值

µ = E(Y ) =
α

α + β

/‰æb

σ2 = Var(Y ) =
αβ

(α + β)2(α + β + 1)
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<„> 根W‚�值íì2,

E(Y ) =
∫ ∞
−∞

yf(y) dy

=
∫ 1

0
y ·
(

yα−1(1− y)β−1

B(α, β)

)
dy

=
1

B(α, β)

∫ 1

0
yα(1− y)β−1 dy

=
1

B(α, β)
·B(α + 1, β)

=
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
·
Γ(α + 1)Γ(β)

Γ(α + β + 1)

=
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
·

αΓ(α)Γ(β)

(α + β)Γ(α + β)

=
α

α + β

w2�ü£�ý_�UA
4根W B(α, β) D Γ(α) í

ì2F_, 1%â“�)|(ø_�U; 另Õ, �û_�U

A
4ÄÑ beta(α, β) í pdf íêc�	}Ñ 1, ?

即, ∫ 1

0

yα−1(1− y)β−1

B(α, β)
dy = 1

â¤ªû|, úk α > 0, β > 0,∫ 1

0
yα−1(1− y)β−1 dy = B(α, β) (1)
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]根W (1) �, )∫ 1

0
yα(1− y)β−1 dy

=
∫ 1

0
y(α+1)−1(1− y)β−1 dy

= B(α + 1, β)

°Ü, 根WÓœ‰bí函b‚�值ít�, J£¯併\	

函b2í y á, /%âcÜ, â (1) �)

E(Y 2) =
∫ 1

0
y2
(

yα−1(1− y)β−1

B(α, β)

)
dy

=
1

B(α, β)

∫ 1

0
y(α+2)−1(1− y)β−1 dy

=
1

B(α, β)
·B(α + 2, β)

(根W (1) �)

=
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
·
Γ(α + 2)Γ(β)

Γ(α + β + 2)

=
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
·

(α + 1)αΓ(α)Γ(β)

(α + β + 1)(α + β)Γ(α + β)

=
(α + 1)α

(α + β + 1)(α + β)
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FJ,

Var(Y )

= E(Y 2)− [E(Y )]2

=
(α + 1)α

(α + β + 1)(α + β)
−
(

α

α + β

)2

=
α

α + β

[
α + 1

α + β + 1
−

α

α + β

]
=

α

α + β
·

α(α + β) + α + β − α(α + β)− α

(α + β)(α + β + 1)

=
αβ

(α + β)2(α + β + 1)

W 1. ù油批ê¼ø週í銷»0ªà α = 4, β = 2 í

beta }Ó模�“. t°Bý銷»éæí 90% íœ0.

<j> âæ<, 銷»0 Y ∼ beta(4, 2), /wœ0ò�

函b pdf

f(y) =

 Γ(6)
Γ(4)Γ(2)y

3(1− y), 0 ≤ y ≤ 1

0, w…

=

{
20y3(1− y), 0 ≤ y ≤ 1
0, w…
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FJ, 銷»0BýÑ 90% íœ0

P (Y ≥ .9) =
∫ 1

0.9
20(y3 − y4) dy

= 20

(
y4

4
−

y5

5

)∣∣∣∣∣
1

0.9

= 5y4 − 4y5
∣∣∣1
0.9

= 1− (0.9)4(5− 3.6)

= 1− 0.91854

= 0.08146
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